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摘　要：假设｛Ｘｉ｝ｉ≥１为一列非负不同分布的随机变量，其分布函数属于重尾子族 －Ｃ族且联合分布满足多元
ＦＧＭｃｏｐｕｌａ函数。探讨了序列｛Ｘｉ｝ｉ≥１的部分和及随机和的一致渐近估计，推广了相依结构随机变量尾部渐近概
率的相应结果．。
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Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｐｒｅｃｉｓｅｌａｒｇｅｄｅｖｉａｔｉｏｎｓ；ＦＧＭ；ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｔｌｙｖａｒｙｉｎｇ

　　假设｛Ｘｉ｝ｉ≥１为不同分布的的非负随机变量序
列，分布函数为 Ｆｉ（ｘ）＝Ｐ（Ｘｉ≤ ｘ），尾部概率为
珔Ｆｉ（ｘ）＝Ｐ（Ｘｉ＞ｘ）且０＜μｉ＝ＥＸｉ＜∞，ｉ≥１。令

Ｓｎ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｘｉ。有关Ｓｎ尾概率的研究十分丰富，可参

考陈传勇［１］等。本文感兴趣的是当ｘ≥γｎ，ｎ→∞
时，Ｐ（Ｓｎ－ｎｃ＞ｘ）的一致渐近分布，其中γ＞γ０，
ｃ＝ｃ（γ０），γ０为满足条件的常数。如果 ｛Ｘｉ｝ｉ≥１同
分布且为重尾的且ｃ＝ＥＸ，这就是精细大偏差要研
究的问题，它在理论和实际中有着重要的应用。关

于精细大偏差的经典结果可参见 Ｎａｇａｅｖ（１９６９ａ，
１９６９ｂ），Ｈｅｙｄｅ（１９６７ａ，１９６７ｂ）及文献 ［２－５］。

上述文献的结果都是在随机变量序列独立的假设下

得到的，独立性的假设仅仅为了数学上的处理方

便，实际变量之间更多的存在相依结构。Ｔａｎｇ［６］得
到具有负相依结构的大偏差结果，Ｌｉｕ［７］进一步的
将相依结构推广。设 ｛Ｎ（ｔ），ｔ≥０｝是一随机过程
且与序列 ｛Ｘｉ｝ｉ≥１独立，并且假设 Ｎ（０）＝０，当
ｔ＜∞时，λ（ｔ）＝ＥＮ（ｔ）＜∞，且ｔ→∞时，λ（ｔ）

→∞。关于相依随机变量随机和的精细大偏差结果
可参考文献 ［８－１２］。特别地，Ｈｅ等［１３］在随机变

量服从较弱相依结构的假设下得到了部分和及随机

和大偏差的下界。本文在一种新的相依结构下讨论
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了随机变量序列部分和及随机和的一致渐近分布。

１　预备知识及主要结果

设ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）值域为Ｒ＋，若ｌｉｍｓｕｐ
ｘ→∞

ｆ（ｘ）
ｇ（ｘ）≤１，

记ｆ（ｘ）＜～ｇ（ｘ）；若ｌｉｍｉｎｆ
ｘ→∞

ｆ（ｘ）
ｇ（ｘ）≥１，记为ｆ（ｘ）

＞ｇ（ｘ）；若ｌｉｍｓｕｐ
ｘ→∞

ｆ（ｘ）
ｇ（ｘ）≤１，ｌｉｍｉｎｆｘ→∞

ｆ（ｘ）
ｇ（ｘ）≥１同

时成立，则记为ｆ（ｘ）～ｇ（ｘ）。另本文中多处用到
符号Ｃ（Ｃ１），均为常数，取值依具体情况而定。在
风险理论中，极端事件常用重尾分布来刻画，下面

介绍一些重要的重尾子族。设 Ｘ为一非负随机变
量，分布函数为Ｆ（ｘ）。
１）Ｌ族：对 于 任 意 固 定 的 ｙ ＞ ０，有

ｌｉｍ
ｘ→∞

珔Ｆ（ｘ＋ｙ）
珔Ｆ（ｘ） ＝１；

２）Ｄ族：对任意的ｙ∈（０，１）（或等价地 ｙ＝

１／２）ｌｉｍｓｕｐ
ｘ→∞

珔Ｆ（ｘｙ）
珔Ｆ（ｘ） ＜∞；

３）Ｃ族：满足ｌｉｍ
ｙ
!

１
ｌｉｍｉｎｆ
ｘ→∞

珔Ｆ（ｘｙ）
珔Ｆ（ｘ） ＝１，或等价地

ｌｉｍ
ｙ
"

１
ｌｉｍｓｕｐ
ｘ→∞

珔Ｆ（ｘｙ）
珔Ｆ（ｘ） ＝１。

ＣＤ∩Ｌ。令 珔Ｆ（ｙ）＝ｌｉｍｉｎｆｘ→∞

珔Ｆ（ｘｙ）
珔Ｆ（ｘ），定义

Ｊ＋Ｆ ＝ｉｎｆ－
ｌｏｇ珔Ｆ（ｙ）
ｌｏｇｙ ：ｙ＞{ }１ 为Ｍａｔｕｓｚｅｗｓｋａ上指

标。显然，若 Ｆ∈ Ｃ，则 Ｊ＋Ｆ ＜∞ 且对任意的
ｐ＞Ｊ＋Ｆ，

ｘ－ｐ ＝ｏ（Ｆ（ｘ）） （１）

　　引理１　若Ｆ∈Ｃ，则ｌｉｍｉｎｆ
ｘ→∞

珔Ｆ（ｘ＋ｏ（ｘ））
珔Ｆ（ｘ） ＝１。

　　引理２　若Ｆ∈Ｄ，ρ＞Ｊ＋Ｆ，则存在正数ｘ０和
Ｂ，使得对于任意的 θ∈ （０，１］和 ｘ≥ θ－１ｘ０，有
珔Ｆ（θｘ）
珔Ｆ（ｘ）≤Ｂθ

－ρ。

下面介 绍 著 名 的 ＦａｒｌｉｅＧｕｍｂｅｌＭｏｒｇｅｎｓｔｅｒｎ
（ＦＧＭ）ｃｏｐｕｌａ函数。ｎ维ＦＧＭ分布具有如下形式：
对所有实数ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ有

Ｐ（Ｘ１≤ｘ１，Ｘ２≤ｘ２，…，Ｘｎ≤ｘｎ）＝

∏
ｎ

ｉ＝１
Ｆｉ（ｘｉ）（１＋ ∑

１≤ｊ＜ｋ≤ｎ
ａｊｋ珔Ｆｊ（ｘｊ）珔Ｆｋ（ｘｋ）） （２）

其中Ｆｉ（ｘ）是Ｘｉ的分布函数，ａｊｋ为实数。若对任意
的ｊ，ｋ，ａｊｋ＝０，则序列ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ是独立的，本文
假设至少存在一个 ａｊｋ≠ ０。由 Ｔａｎｇ等

［１４］知若

Ｆｉ（ｘ）是连续的，则有

１－ ∑
１≤ｊ＜ｋ≤ｎ

ａｊｋ≥０ （３）

进一步地，定义序列ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ的生存函数为
Ｐ（Ｘ１ ＞ｘ１，Ｘ２ ＞ｘ２，…，Ｘｎ ＞ｘｎ）＝
Ｈ^（Ｐ（Ｘ１ ＞ｘ１），…，Ｐ（Ｘｎ ＞ｘｎ））

其中 Ｈ^：［０，１］ｎ→［０，１］也是一个ｃｏｐｕｌａ函数。特
别地，当ｎ＝２时，对任意的ｉ≠ｊ有

Ｐ（Ｘｉ＞ｘｉ，Ｘｊ＞ｘｊ）＝
珔Ｆｉ（ｘｉ）珔Ｆｊ（ｘｊ）（１＋β珔Ｆｉ（ｘｉ）珔Ｆｊ（ｘｊ）） （４）

β∈［－１，１］。注意到β＝０时，Ｘｉ和Ｘｊ是独立的。
同时可得

ｌｉｍ
ｍａｘ｛ｘｉ，ｘｊ｝→∞

Ｐ（Ｘｉ＞ｘｉ Ｘｊ＞ｘｊ）＝ ｌｉｍ
ｍａｘ｛ｘｉ，ｘｊ｝→∞

珔Ｆｉ（ｘｉ）·

珔Ｆｊ（ｘｊ）（１＋β珔Ｆｉ（ｘｉ）珔Ｆｊ（ｘｊ））＝０ （５）
满足这种关系的序列又称为尾上渐近独立的 （ｕｐ
ｐｅｒｔａｉｌａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ）。因此，ＦＧＭ包含了
很多的相依结构，如正 （负）相依等。现在给出

本文的主要结果。

定理１　设随机变量序列 ｛Ｘｉ｝ｉ≥１非负相依且
满足 （２）式，Ｆｉ∈Ｃ，μｉ＜∞，则对任意的γ＞０，
当 ｘ≥ γｎ，ｎ→ ∞ 时一致成立 Ｐ（Ｓｎ ＞ｘ） ～

∑
ｎ

ｉ＝１

珔Ｆｉ（ｘ）。

定理２　设随机变量序列 ｛Ｘｉ｝ｉ≥１满足定理１
中条件且对于任意的ｉ，ｊ，存在０＜ｃ＝ｃ（ｉ，ｊ）＜∞，
满足

ｌｉｍ
ｘ→∞

珔Ｆｉ（ｘ）
珔Ｆｊ（ｘ）

＝ｃ （６）

假设随机过程｛Ｎ（ｔ），ｔ≥０｝与｛Ｘｉ｝ｉ≥１独立，且对
任意小的δ＞０，｛Ｎ（ｔ），ｔ≥０｝满足

ＥＮ（ｔ）Ｉ｛Ｎ（ｔ）＞（１＋δ）λ（ｔ）｝＝
ｏ（λ（ｔ）），ｔ→∞ （７）

则对任意的γ＞０，当ｘ≥γλ（ｔ），ｔ→∞时一致成
立

Ｐ∑
Ｎ（ｔ）

ｋ＝１
Ｘｋ( )＞ｘ～∑

λ（ｔ）

ｋ＝１

珔Ｆｋ（ｘ）

其中 　是取整符号。

２　主要结果的证明
首先给出在证明部分和大偏差的下界时一个非

常重要的结论。

引理３　设随机变量序列 ｛Ｘｉ｝ｉ≥１非负，满足
（２）式且存在ｑ＞１使得μ（ｑ）ｉ ＥＸ

ｑ
ｉ＜∞，则对任

意的γ＞０，υ＞０，存在ｐ＞０，Ｃ＝Ｃ（γ，υ），使得对
任意的ｎ＝１，２，…，当ｘ≥γｎ时成立Ｐ（Ｓｎ＞ｘ）≤

６５
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∑
ｎ

ｉ＝１

珔Ｆｉ（υｘ）＋Ｃｘ
－ｐ。

证明　对任意的υ＞０，记珘Ｘｉ＝ＸｉＩ｛Ｘｉ≤υｘ｝＋

υｘＩ｛Ｘｉ＞υｘ｝，珘Ｓｎ ＝∑
ｎ

ｉ＝１

珘Ｘｉ由 （３）式知存在常数Ｍ

＞０使得Ｐ（Ｘ１≤ｘ１，…，Ｘｎ≤ ｘｎ）≤ Ｍ∏
ｎ

ｉ＝１
Ｆｉ（ｘｉ）。

因此对任意的ｈ＞０，１＜ｒ＜ｑ，由Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖｓ不等
式得

Ｐ（Ｓｎ ＞ｘ）≤∑
ｎ

ｉ＝１

珔Ｆｉ（υｘ）＋Ｐ（珘Ｓｎ ＞ｘ）≤

∑
ｎ

ｉ＝１

珔Ｆｉ（υｘ）＋Ｍｅ
－ｈｘ∏

ｎ

ｉ＝１
Ｅｅｈ珘Ｘｉ≤

∑
ｎ

ｉ＝１

珔Ｆｉ（υｘ）＋Ｍｅ
－ｈｘ·

∏
ｎ

ｉ＝１
∫
υｘ

０

ｅｈｙ－１
ｙｒ
Ｆｉ（ｄｙ）＋（ｅ

ｈυｘ－１）珔Ｆｉ（ｘ）＋( )１≤
∑
ｎ

ｉ＝１

珔Ｆｉ（υｘ）＋Ｍｅｘｐ
　
　{－ｈｘ＋

∑
ｎ

ｉ＝１

ｅｈυｘ－１
（υｘ）ｒ

＋（ｅｈυｘ－１）珔Ｆｉ（ｘ[ ] }） （８）

令ｈ＝ｌｏｇ
ｘｒ

∑
ｎ

ｉ＝１
μ（ｒ）ｉ
＋( )１ υｘ，易见ｘ→∞时，ｈ→０。

将ｈ代入 （８）式整理得

Ｐ（Ｓｎ ＞ｘ）≤∑
ｎ

ｉ＝１

珔Ｆｉ（υｘ）＋

Ｍｅｘｐ－ｈｘ＋１
υｒ
＋
∑
ｎ

ｉ＝１

珔Ｆｉ（ｘ）ｘ

∑
ｎ

ｉ＝１
μ（ｒ）{ }
ｉ

≤∑
ｎ

ｉ＝１

珔Ｆｉ（υｘ）＋

Ｍ
γ
ｘ－
ｒ－１
υ（ｍａｘ

ｉ
μ（ｒ）ｉ ）

１
υｅｘｐ １

υｒ
＋
∑
ｎ

ｉ＝１

珔Ｆｉ（ｘ）ｘ

∑
ｎ

ｉ＝１
μ（ｒ）{ }
ｉ

令

ｐ＝ｒ－１
υ
，

Ｃ＝Ｍ
γ
ｓｕｐ
ｘ＞０
（ｍａｘ

ｉ
μ（ｒ）ｉ ）

１
υｅｘｐ １

υｒ
＋
∑
ｎ

ｉ＝１

珔Ｆｉ（ｘ）ｘ

∑
ｎ

ｉ＝１
μ（ｒ）{ }








ｉ

，

　　引理３得证。
定理１的证明　下界估计。由于 Ｘ{ }

ｉ ｉ≥１是非

负的，则当ｘ≥γｎ，ｎ→∞时有，

Ｐ（Ｓｎ＞ｘ）≥∑
ｎ

ｉ＝１

珔Ｆｉ（ｘ）－∑
１≤ｉ＜ｊ≤ｎ

Ｐ（Ｘｉ＞ｘ，Ｘｊ＞ｘ）≥

∑
ｎ

ｉ＝１

珔Ｆｉ（ｘ）－∑
ｎ－１

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝ｉ＋１

珔Ｆｉ（ｘｉ）珔Ｆｊ（ｘｊ）·

（１＋β珔Ｆｉ（ｘｉ）珔Ｆｊ（ｘｊ））～∑
ｎ

ｉ＝１

珔Ｆｉ（ｘ）

其中第二个不等式由 （４）式得到。
上界估计。对任意的０＜υ＜１，沿用引理３中

的记号，有

Ｐ（Ｓｎ ＞ｘ）≤∑
ｎ

ｉ＝１

珔Ｆｉ（υｘ）＋Ｐ（珘Ｓｎ ＞ｘ） （９）

　　同引理３的证明类似，令

ａ＝ｍａｘ１，－ｌｏｇ∑
ｎ

ｉ＝１

珔Ｆｉ（υｘ( ){ }） ，

ｈ＝ａ－ｒρｌｏｇａ
υｘ

其中ｒ＞１，ρ＞Ｊ＋Ｆ。易见，当ｘ≥γｎ，ｎ→∞时，ａ
→ ∞，ｈ→ ０。现估计 （９）式中的第二项。由
Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖｓ不等式及ｅｓ－１≤ｓｅｓ，ｓ＞０得
Ｐ（珘Ｓｎ ＞ｘ）

∑
ｎ

ｉ＝１

珔Ｆｉ（υｘ）
≤Ｍｅｘｐ｛－ｈｘ＋ａ｝∏

ｎ

ｉ＝１
Ｅｅｈ珘Ｘｉ≤

Ｍｅｘｐ－ｈｘ＋ａ＋∑
ｎ

ｉ＝１ ∫
υｘ
ａｒ

０
（ｅｈｙ－１）Ｆｉ（ｄｙ）({ ＋

∫
υｘ

υｘ
ａｒ
（ｅｈｙ－１）Ｆｉ（ｄｙ）＋（ｅ

ｈυｘ－１）珔Ｆｉ（υｘ ) }） ≤

Ｍｅｘｐ－ｈｘ＋ａ＋∑
ｎ

ｉ＝１
ｈｅ

ｈυｘ
ａｒμｉ({ ＋

ｅｈυｘ珔Ｆｉ
υｘ
ａ( )ｒ ＋（ｅｈυｘ－１）珔Ｆｉ（υｘ）) }　

　
≤

Ｍｅｘｐ　
　
－ｈｘ＋ａ＋∑

ｎ

ｉ＝１

　
　
ｈｅａ１－ｒμｉ({ ＋

Ｂｅａ－ｌｏｇａｒρａｒρ珔Ｆｉ（υｘ）＋ｅ
ａ珔Ｆｉ（υｘ）) }　　≤

Ｍｅｘｐ（１－１
υ
）ａ＋ｌｏｇａ

ｒρ

υ{ ＋

∑
ｎ

ｉ＝１
（ｈｅａ１－ｒμｉ＋Ｂｅ

ａ珔Ｆｉ（υｘ）＋ｅ
ａ珔Ｆｉ（υｘ }））≤

Ｃｅｘｐ（１－１
υ
）ａ＋ｏ（ａ）＋∑

ｎ

ｉ＝１
ｈｅａ１－ｒμ{ }ｉ→０，

ｘ≥γｎ，ｎ→∞ （１０）
其中Ｃ为常数，倒数第三步用到引理２的结论。联
立 （９）和 （１０）式，由υ的任意性及引理１可得
当ｘ≥γｎ，ｎ→∞时，上界估计得证。

定理２的证明　Ｃｈｅｎ等［８］证明了由 （７）式可
得：存在任意小的正数 δ使得当 ｔ→ ∞ 时，

Ｐ（Ｎ（ｔ）－λ（ｔ） ＜δλ（ｔ））→１。将∑
Ｎ（ｔ）

ｋ＝１
Ｘｋ取条件

分成如下三部分：

７５
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Ｐ（∑
Ｎ（ｔ）

ｋ＝１
Ｘｋ ＞ｘ）＝ ∑

ｎ＜（１－δ）λ（ｔ）
＋ ∑

ｎ－λ（ｔ） ＜δλ（ｔ）
( ＋

∑
ｎ＞（１＋δ）λ（ｔ

)
）

Ｐ（Ｓｎ ＞ｘ）Ｐ（Ｎ（ｔ）＝ｎ）＝

Ｉ１＋Ｉ２＋Ｉ３ （１１）
由δ的任意性， （６）式及定理 １可得，当 ｘ≥
γλ（ｔ），ｔ→∞时有

Ｉ１ ＝（１＋ｏ（１）） ∑
（１－δ）λ（ｔ）

ｋ＝１

珔Ｆｋ（ｘ）·

Ｐ（Ｎ（ｔ）＜（１－δ）λ（ｔ））＝

ｏ（１）∑
λ（ｔ）

ｋ＝１

珔Ｆｋ（ｘ）１－
∑
λ（ｔ）

ｋ＝ （１－δ）λ（ｔ）

珔Ｆｋ（ｘ）

∑
λ（ｔ）

ｋ＝１

珔Ｆｋ（ｘ









）

＝

ｏ　
　∑
λ（ｔ）

ｋ＝１

珔Ｆｋ（ｘ( )） （１２）

取引理３中的ｐ满足ｐ＞Ｊ＋Ｆ，结合引理１，（１）式，
（６）和 （７）式知

Ｉ３≤ ∑
ｎ＞（１＋δ）λ（ｔ）

∑
ｎ

ｋ＝１

珔Ｆｋ（υｘ）＋Ｃｘ( )－ｐ Ｐ（Ｎ（ｔ）＝ｎ）≤

∑
ｎ＞（１＋δ）λ（ｔ）

（ｎＣ１珔Ｆ１（υｘ）＋Ｃｘ
－ｐ）Ｐ（Ｎ（ｔ）＝ｎ）＝

Ｃ１ＥＮ（ｔ）Ｉ｛Ｎ（ｔ）＞（１＋δ）λ（ｔ）｝珔Ｆ１（υｘ）＋

ｏ　
　∑
λ（ｔ）

ｋ＝１

珔Ｆｋ（υｘ( )） ＝ｏ　　∑
λ（ｔ）

ｋ＝１

珔Ｆｋ（υｘ( )）
其中Ｃ１ ＝Ｃ１（ｃ）为正常数。

与Ｉ１处理类似，当ｘ≥γλ（ｔ），ｔ→∞时，

Ｉ２≤ ∑
（１＋δ）λ（ｔ）

ｋ＝１

珔Ｆｋ（ｘ）·

Ｐ（Ｎ（ｔ）－λ（ｔ） ＜λ（ｔ））～∑
λ（ｔ）

ｋ＝１

珔Ｆｋ（ｘ）

（１３）
同理可得

Ｉ２≥ ∑
（１－δ）λ（ｔ）

ｋ＝１

珔Ｆｋ（ｘ）·

Ｐ（Ｎ（ｔ）－λ（ｔ） ＜λ（ｔ））～∑
λ（ｔ）

ｋ＝１

珔Ｆｋ（ｘ）

（１４）
将（１２）－（１４）式代入（１１）式，定理２得证。
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